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Rubik Kiipiin Coziimlenmesinde Hiper Grup Teori Uygulamalari

Burcu NISANCI TURKMEN®, Gamze KUKUS

OZET:

Rubik kiipiiniin ¢dziimiiniin hiper gruplar yardimuyla literatiirde var olan grup cebirsel yapisindan
farkli bir cebirsel yapiyla tasarimi saglanmistir. Rubik kiip ¢6ziimiiniin stratejisinin gelisim
kaydedecegi yontem olarak genellestirilmis permiitasyon hiper grup kavrami benimsenmis olup;
grup teoride uygulanan yontemlerin gelistirilmesi ile gerceklestirilmistir. Soyut cebir
caligmalarinin uygulama bulmasi konusunda tiim diinyada yetersizlikler mevcut olmasina ragmen
bu ¢alisma ile Rubik kiipiin hiper gruplar yardimiyla ¢6ziimleme esasi elde edilmis; boylece ulusal
ve uluslararas1 akademik arastirmalara, iilkemizdeki soyut cebir alaninda yiiriitiilen ¢aligmalarin
uygulamasi olmasi hususunda katki sunulmugtur. Dolayisiyla Rubik kiip yardimiyla literatiirde
var olan cebir ¢aligmalarinin uygulamaya doniistiiriilebilir oldugu kanitlanmistir.

Applications of Hypergroup Theory in Solving the Rubik's Cube

ABSTRACT:

The solution of the Rubik's cube was designed with an algebraic structure different from the group
algebraic structure existing in the literature with the help of hypergroups. The generalized
permutation hypergroup concept has been adopted as the method by which the strategy of the
Rubik'’s cube solution will develop; carried out with the development of methods applied in group
theory. Although there are inadequacies in the application of abstract algebra studies all over the
world, with this study, the basis of the analysis of the Rubik’s cube with the help of hypergroups
was obtained; Thus, it has been contributed to national and international academic research to be
the application of the studies carried out in the field of abstract algebra in our country. Therefore,
with the help of the Rubik's cube, it has been proven that the algebra studies in the literature can
be translated into practice.
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GIRIS

1974'te Erno Rubik, Rubik kiipii olarak bilinen popiiler {i¢ boyutlu kombinasyon bulmacasini icat
etmis ve kiip ilk olarak Mayis 1980'de halka agilarak hizla popiilerlik kazanmistir. Lansmanindan bu
yana 350 milyon kiip satilarak en ¢ok satan bulmacalardan biri haline gelmistir (Demaine vd., 2011).
1981'de David Singmaster, Rubik kiipiiniin ilk analizini yaparak Rubik kiipii ¢ozmek i¢in bir algoritma
gelistirmis ve Rubik kiipiin farkli doniigleri i¢in ‘Singmaster Notasyonunu’ tanitmistir (Singmaster,
1981). Bugiin, kiipili ¢6zmek i¢in ¢ok sayida yontem olmasina karsin Rubik kiipii hizli ¢6zme stratejileri
tizerine ¢ok sayida turnuva Diinya Kiip Dernegi araciligi ile yapilmistir (Demaine vd, 2011). Rubik kiipii
¢ozmek i¢in mevcut diinya rekoru 5.55 saniyedir (Reynolds, 2014). Kiipii herhangi bir konumdan
¢Ozlilmiis durumuna getirmek i¢in gereken maksimum minimum hareket sayisini bulma problem de ilgi
gormiistiir. Bu say1, 2010'da 20 olarak belirlenmistir (Rokicki, 2010). Bununla birlikte, kiipiin
maksimum minimum hareket sayisi, kiipii ¢ozmek i¢in hangi kivrimlarin ve doniislerin gerekli oldugunu
soylememekle birlikte maksimum hamle sayisini belirtmektedir. Arastirmacilar igin buradaki zorluk ise,
gerekli olan 20 hamleyi (veya daha azini) bulmaktir (Rokicki, 2010).

Rubik kiip, bilgisayar bilimi, miihendislik ve matematik gibi bir¢ok alanda galismalara yon
vermistir. Matematikte Rubik kiip Grup Teorisi ile tanimlanmistir (Daniels, 2014). Kiiptin farkl
doniisiimleri ve konfiglirasyonlari, bulmacanin farkli yatay ve dikey doniisleri tarafindan olusturulan bir
permiitasyon grubunun bir alt grubunu olusturmaktadir (Demaine vd, 2011). Kiipiin ¢6ziimii Grup
Teorisi ile de tanimlanmistir (Joyner, 2009). Grup Teorisi, kiipiin nasil islediginin incelenmesine izin
vermektedir. Kivrimlarin ve doniiglerin, Rubik kiipii ¢6ziilmiis duruma nasil dondiirdiigii arastirilmistir.
Permiitasyon grubunun ingasinin yani sira Rubik kiiple ilgili 6zellikler ve teoremler verilmistir (Daniels,
2014). Rubik Kiip Grubunu olusturmak icin gereken farkli grup tiirleri ve Birinci Grup izomorfizma
Teoremi tanimlanmistir ve Singmaster Notasyonu ile Rubik kiip Grubu agikca olusturulmustur.

Sekil 1. Rubik kiip

Rubik kiip, “kiipler" olarak adlandirilan 27 kii¢iik kiipten olusur. Kiip dondiiriilerek bagka bir
harekete sebebiyet verilebilecek sekilde tasarlanmistir. Her biri dokuz yonden olusan alt1 yiizden olusur.
Her birinde yiiz ve merkez yiiz sabittir ve hareket ettirilemez. Toplamda 6xX9=54 y6n vardir. Her yiizey
ayn1 zamanda renklidir ve kiipii ¢6zmek icin her yliziin bir diiz renk olmas1 gerekir. Yani kenarin dokuz
yiizlinlin ayn1 renkte olmasi gerekir. Bu kiiplerden 26 tanesi goriintirdiir (kiipii parcalara ayirdigimizda,
27. kiipiin gergekte var olmadiginin kontrolii yapilabilir). Koselerdeki kiiplere "kdse kiipleri" denir.” Her
kose kiipiiniin 3 goriiniir yiizii vardir ve 8 kdse kiipii vardir. Iki goriiniir yiize sahip kiiplere “kenar
kiipleri" denir; 12 kenar kiipii vardir. Tek bir yiizii goriinen kiiplere ise “merkez kiipleri” denir; 6 merkez
kiip vardir. Rubik kiipli birbirine gore hareket etmeyen alt1 orta parga, her biri iizerine iki ¢ikartma
bulunan on iki kenar ve her biri iizerinde ii¢ ¢ikartma bulunan sekiz koseden olusmaktadir. Bulmacanin
amaci, tim kenar koselerini ve kdse kiiplerini dogru yonelimleriyle dogru konumlarina tagimaktir. Bir
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kiipiin alt iki katmanini1 ¢6zdiikten sonra 2 kiipleri iist katmanda, kiipiin iist yiizii dogru renkte olacak
sekilde yonlendirdikten sonra 3 {ist katmandaki kiipleri dogru konumlarinda olacak sekilde degis tokus
yapilarak kiipiin tiim kenar kiiplerinin ve kose kiiplerinin dogru yonelimleriyle dogru konuma gelmesi
saglanmig olacaktir.

Ik olarak Rubik kiipteki baz1 notasyonlar1 verelim. Rubik kiipiin 6 yiiziinii isimlendirmesi David
Singmaster tarafindan gelistirilen gosterimle yapilmistir. Sag (R), sol (L), yukar1 (U), asag1 (D), on (F)
ve arka (B) olarak adlandirilmistir (Singmaster, 1981). Bu adlandirma yardimiyla her yiiz {izerine tek
bir harfle atif yapma olanagi ortaya ¢ikmistir ve bu durum kiip ¢6zliimiinde uygulanan yontem
bakimindan avantaj saglamistir. Bir kose kiipilinii adlandirmak i¢in, goriiniir ylizler saat yoniinde sirayla
listelenebilir. Rubik kiipiiniin temel hareketleri asagidaki sekilde siralanmaktadir:

F: 6n yiizii saat yoniinde ¢eyrek tur dondiirme B: arka yiizii saat yoniinde ¢eyrek tur
dondiirme
U: iist yiizii saat yoniinde ¢eyrek tur dondiirme D: alt yiizii saat yoniinde ¢eyrek tur dondiirme

R: arka yiizii saat yoniinde ¢eyrek tur dondiirme  L: sol yiizii saat yoniinde ¢eyrek tur dondiirme

Ek hareketler ortadaki parcalari hareket ettirmektedir. Bu hareketler ise asagidaki sekilde
siralanmaktadir:

Fs: dikey bir dilimi 6nden bakildiginda saat yoniinde ¢eyrek tur dondiirme

Us: yatay dilimi yukaridan bakildiginda saat yoniinde ¢eyrek tur dondiirme

Benzer sekilde Bs, Ds, Rs, Lshareketleri de tanimlanabilir.

Sekil 2. Rubik kiipiin hareketleri

Rubik kiipiinde hareketler su 6nerme yardimiyla birlestirilir. X ve Y Rubik kiipiinde iki hamle ise,
o zaman XY “X den sonra Y yap” anlamina gelmektedir. O halde XY, X ile Y nin bir tiir carpimi olarak
tamimlanabilir. X? =XX, X’i iki kez tekrarla anlaminda kullanilir. Oregin U2, ist yiizii saat yoniinde
yarim tur dondiirmek anlaminda kullanilir. X3 =XXX, X’ i ii¢ kez tekrarla anlamina gelir. Iki hareketin
esit olarak diisiiniilmesi kiipte ayn1 etkiyi tasimasi olarak algilanir.

Sekil 3. Rubik kiipte hamleler
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X, Rubik kiipiinde bir hareket olmak iizere X*, X hareketini geri almak anlama gelir. Buna X in
tersi ad1 verilir. Ornegin U™ iist yiizii saat yoniiniin tersine ¢eyrek tur dondiirmek anlamma gelir. Bir
hamle sirasin1 geri almak icin genel olarak hareketleri ters sirada geri almak gerekir. (XY) =YX ve
(XNt =X esitlikleri saglanir. X1, X, .. Xn birer hamle olmak iizere; (X1 X2 . Xn )= Xnt Xnat . Xyt
esitligi saglanir. X ve Y Rubik kiipii iizerinde iki hamle ise, genel olarak XY#YX dir. Bu durumda X
ile Y ye degismeli degildir denir. Ornegin F ve U hamleleri icin FU #UF oldugu gériilebilir. Baz1
durumlarda hamleler carpimsal olarak degismeli olabilir. UD=DU esitliginin saglandigt U ve D
hamleleri 6rnek olarak verilebilir.

Grup Teorisi yardimiyla Rubik kiipiinde bir ¢oziim algoritmasi gelistirilmistir (Joyner, 2009).
Rubik kiipte uygulama sahas1 bulan grup kavraminin tanimu ise su sekildedir: Uzerinde *“+” ikili islemi
tanimli G nesnelerinin smifi yardimiyla olusturulan (G,) ikilisine bir cebirsel yap1 denir. “+” ikili
isleminin G kiimesi lizerinde birlesmeli oldugu, birim elemana sahip ve her elemaninin tersinin mevcut
oldugu (G,~) cebirsel yapisina “grup” adi verilir. O halde, (G,*) cebirsel yapisindan alinan her a,b,c
elemani i¢in,

1. (a~b)~c=ax (b+C)

2. exa=a~e=a olacak sekilde e€ G eleman1 mevcut ve

3. a~a'=al+a=e esitligini saglayan a€ G elemani varsa bu (G,+) cebirsel yapisina grup denir.

(G,*) bir grup ve x €G olsun. x= y=x+y! olacak sekilde yEG eleman1 varsa y elemanina “ x
elemaninin eslenigi” ad1 verilir.

G, Rubik kiiptin hamle kiimesi olsun. XY “X hamlesi yap sonra Y hamlesi yap” anlamina gelir.
Birim eleman hicbir sey yapmayan harekettir. Cok sayida grup tiirii bulunmaktadir. Ornegin Z =
{...,—1,0,1,2, ...} grubu toplamsal bir gruptur. Tamsayilarda toplama iglemine gore birlesme 6zelligi
saglanir. Tamsayilar kiimesinin toplama islemine gore birim eleman1 0 tamsayisi iken her n tamsayisi
i¢in -n, n elemaninin toplama islemine gore tersi olan elemandir. Sifirdan farkli reel sayilarin kiimesi
olan R* = R\ {0} tizerinde tanimli ¢arpma islemine gore bir gruptur. Birim elemani 1 iken, her 0#x
reel sayisinin tersi 1/x reel sayisidir. n »1 olan bir dogal say1 olsun. n moduna gore kalan sinif kiimesi
olarak adlandirilan Z,, = {0, 1, ...,n — 1} kiimesi, her @, b € Z, icin a®b = a + b ile tanimhi @: Z,, X
Ly, — 1y, ikili islemine gore bir grup yapisina sahiptir. Verilen {i¢ 6rnekteki tiim gruplar degismelidir.
Bir de simetrik gruplar gibi degigsmeli olmayan gruplar da mevcuttur. Bir eskenar tiggenin simetri grubu,
Ss simetrik grubudur, dolayisiyla simetrilerinin sayist 6 dir. Simetrik gruplar asagida tanimlanan
simetriler yardimiyla olugturulur.

1: higbir sey yapmayan birim eleman

Rai: kose 17 1 kdse 2’ ye, kose 2° yi kose 3” e, kose 3° 1i kosel’ e gonderen dondiirme

R2: ters yonde donme

F1: 2. ve 3. koseleri degistiren yansima

F2: 1. ve 3. koseleri degistiren yansima

Fs: 1. ve 2. koselerini degistiren yansima
bigiminde alinirsa 1=1, (R1)*=Rz, (R2)*=R1, (F1)'=F1, (F2)!=F2, (F3)!=Fs esitlikleri dogrulanir. Bu
simetriler yardimiyla R1R1=R2, R2F1=F3, FiFs=R1, F3F2=R: seklindeki ¢arpim islemlerini siirdiiriip
eskenar iiggenin simetriler grubunun ¢arpim tablosuna ulagilir. Carpim tablosu yardimiyla,

1. RiF1=F; iken F1R1=F3 ve R1F1#F1R1 oldugundan grubun degismeli olmadig1 goriiliir.

2. F1R1(F1)*=R; esitliginden R1 ve Ry simetrilerinin eslenik oldugu aciktir.

3. RoF1(R2)1=F2 ve R:F2(R2)!=F; esitliklerinden F1, F2 ve F3 simetrilerinin de eslenik oldugu
goriiliir.
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Sekil 4. Rubik kiipte simetri

Rubik kiipiin donme simetrileri grubu da kiipiin 24 donme simetrisi yardimiyla olusturulabilir.
Rubik kiipiin simetrileri grubunu olusturan ve kiipiin doniisiinii koruyan simetriler ise asagidaki sekilde
listelenir:

1. higbir sey yapmayan birim eleman

2. iki karsit kenarin ortasindan bir ¢izgi etrafinda alt1 180° doniis

3. iki karsit koseden bir ¢izgi etrafinda sekiz 120" doniis

4. iki karsit yiiziin merkezleri boyunca bir ¢izgi etrafinda alt1 90" doniis

5. iki kars1t yiiziin merkezleri boyunca bir ¢izgi etrafinda ii¢ 180" doniis

Bir kiipiin donme simetrileri grubu degismeli olmayan bir gruptur. Bu grupta ayni tiirden herhangi
iki simetri birbiriyle esleniktir. Sonug¢ olarak, cebir ve sayilar teorisinde Rubik kiip ¢oziimlemesi,
simdiye kadar stirdiiriilen cebirsel caligsmalar ile grup teorisi yardimiyla yapilabilmistir. Kiip formunun
farkli dontisimleri ve yapilandirmalart farkli yatay ve dikey doniisler yardimiyla olusturulan
permiitasyon grubunun bir alt grubu bulmacasina doniismektedir (Demaine ve ark.,2011). Boylece
Rubik kiip, grup teorisi 6zelliklerine sahip iyi bilinen bir bilmece olarak akillara kazinmaktadir (Joyner,
2009). Grup Teorisi ise, Rubik kiipiiniin nasil ¢alistigimnin incelenmesine yardimci olmakta birlikte
biikiilmeler ve doniisler yardimiyla kiipii ¢6ziilmiis duruma nasil getirilecegi belirlemektedir. Rubik
kiipiiniin herhangi bir konumu, ¢6ziilmiis durumdan bir permiitasyon olarak tanimlanabilir. Boylece
Rubik kiip grubu, bir permiitasyonunun 54 elemanindan olusan grubun bir alt grubu olur. Ss4 sSimetrik
grubunun bir alt kiimesi olan F, L, U, D, R, B simetrileri tarafindan iiretilen permiitasyon grubuna “Rubik
kiip grubu” denir. Ss4 simetrik grubunun tiim permiitasyonlart Rubik kiiptinde miimkiin olmayacagindan
bu kiipilin her iki tarafindaki orta yiizii sabittir ve farkli bir permiitasyona tabi tutulamaz. Ayrica, kiip
tizerindeki herhangi bir gecerli permiitasyon kose yonlerinden kose konumuna ve kenar yonlerinden
kenar konumlarina gonderilir. Diger permiitasyonlarin kiip {izerinde fiziksel olarak olusturulmasi
mimkiin degildir. Dolayisiyla G, Sss simetrik grubunun yalnizca bir alt kiimesidir ve Sss4 simetrik
grubuna izomorf degildir.

Hareketli ylizeylerden olusan ve cogunlukla plastikten yapilmis bir kiip olan Rubik Kiip, baslica
dort sekilde piyasaya slrilmiistiir: Bunlar 2x2x2'ik, 3x3x3'lik, 4x4x4'lik ve 5x5x5'lik Rubik
kiiplerdir. Zamanla 6x6x6 ve 7x7x7'lik Rubik kiipler de iiretilmeye baglanmistir. Calismada 3x3x3“Tiik
Rubik kiipler ele alinacaktir. "Rubik Kiipi" diye bilinmekte olan standart 3x3x3'lik modelin her
yiiziinde 9 kare bulunmakta olup toplam 54 kare mevcuttur. Ortada bulunan fakat gériinmeyen kiip harig
26 tane kiiciik kiiplerden olusmaktadir. Yiizeyindeki kareler genellikle alti farkli renk ile
etiketlendirilmistir. Bulmaca ¢oziildiiglinde kiipiin her yiizli tek renkten olusur. Birbirinden bagimsiz
olarak Rubik Kiip’iin bir¢ok ¢6ziim yontemi bulunmustur. Bunlar aralarindaki en popiiler yontem David
Singmaster tarafindan gelistirilmis ve 1980 yilinda Notes on Rubik's Magic Cube (Rubik ‘in Sihirli Kiipii
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Uzerine Notlar) adli kitapta yayimlanmistir. Bu ¢dziimde kiip seviye seviye ¢oziilmekte olup énce {ist
seviye, sonra orta, en sonda da alt seviye ¢oziilmektedir. 3 X 3 x 3 ‘lik Rubik kiip hareketlerinin
matematiksel agiklanmasi i¢in kenar oryantasyonlart F, R ve U yiizlerinde olacak sekilde Sekil 5 deki
gibi kullanilir:

Sekil 5. Rubik kiip i¢in kenar yonleri ve etiketleri

Kenar yonelimleri diger yiizler igin: di, db, If, lu, bl ve bu kenarlarina '+' konularak
saglanmaktadir. Kenar etiketleri i¢in kenarlar uf, ur, ub, ul, If olarak siralanip. fr, rb, bl, df, dr, db, dl ve
bunlar1 1'den 12'ye kadar sirayla etiketlenir (6rnegin, db kenari 11'dir). Kése yonlendirmeleri igin, tiim
tist kose yiizlerine ve tiim alt kdse ylizlerine '+' isareti konulmaktadir. Kose etiketleri ve yonler,
asagidaki Sekil 6°da oldugu gibi F, R ve D yiizlerinde gosterilmektedir (Joyner, 2009).

Sekil 6. Rubik kiip i¢in kdse yonleri ve etiketleri

G 3x3x3 ’lik Rubik Kiip grubu, R, L, U, D, F, B tarafindan iretilen grup, yani, G =
«R,L,U,D,F,B> olsun. V, kiipiin tepe noktalar1 kiimesi olsun. Rubik kiip, kose alt kiipleri kiimesiyle
Ozdeslestirililerek ve a: H — S, homomorfizmasi tanimlanir. Rubik kiiptin her hareketi ilgili kdse
permiitasyonlarini iligkilendiren homomorfizma yardimiyla yapilmaktadir. E, kiipiin kenarlar kiimesi,
yani Rubik kiiptiniin kenar alt kiipleri kiimesiyle 6zdeslestirilen kiime ve o: H — Sg Rubik kiipiin her
hareketiyle ilgili kenarlarin permiitasyonunu iligkilendiren homomorfizma olsun. Bu takdirde kose
yonlendirmeleri, her g € H hareketiyle iliskilendiren bir fonksiyon olanv : H — €2 ye karsilik gelen
kose yonelimleri yardimiyla yapilir. Daha agik olarak, g € H eleman1 g'nin i kdsesini j kdsesine tagiyan
fonksiyon olarak tanimlanir. O halde v;(g) € Cs'inci tepe noktasinin g tarafindan gonderildigi yon
olmak iizere burada koseler gosterilen Tablo 1 deki gibi etiketlenmistir ve burada yon, bagil referans ‘+’
elde edileni dondiirmek igin gereken saat yoniinde 120 derece biikiilme sayisidir. Bu biikiilme i'den j'ye
g hareketini kullanarak j kdsesindeki standart ‘+’ referansina hareket ettirerek saglanir.

Bir g € H hareketinin kdse oryantasyonlari lizerindeki etkisi, '+ ' isaretlerinin yeniden
etiketlenmesi olarak tanimlanir. Bir g € H hareketinin koseler tizerinde etkisi vardir.
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Tablo 1. Rubik kiip i¢in kose etiketleri

B(X)

(2,0,1,0,1,0,0,2)
(0,0,0,0,0,0,0,0)
(0,0,0,0,0,0,0,0)
(0,1,0,2,0,2,0,1)
(1,2,2,1,0,0,0,0)
(0,0,0,0,1,2,1,2

r2oXwoWgogC T X

Koselerin bir permiitasyonu p(g) € Sy ise, koselerin yeniden yonlendirilmesi koselerin bir
permiitasyonu ile saglanmaktadir. Ozellikle g,h € H igin yon — (gh) yalnizca h tepe noktalarina
v

tarafindan izin verilen koselere karsilik gelen koordinatlarda v(g) 'den farkli olabilir. Simdi, g'nin
koseler tizerindeki etkisinin dikkate alinmasi sartiyla, 'gdreceli’ yonelimin ¥ (gh) —v (g) yonelimle
¥ (h) ayn1 oldugunu siradaki 6nermede dogrulanmaktadir: v (h) = p(g)(¥ (gh) —v (g)) .

Onerme 1. ¥ (gh) =7 (¢9) + p(g)~*(¥ (h)) (Joyner, 2009).

Kamt: gh hareketi, i’inci kose alt kiipiinii v;(gh) ile yonlendirir ve tanim geregi koseleri p(gh)
ile degistirir. Ote yandan, (gh) 6nce g’yi sonra h’yi etkiler. g hareketi, v(g) ile i’inci kdse alt kiipii
alinip i’inci tepe noktasini p(g)(i)’inci tepe noktasina gonderilirse h'nin bunun {izerindeki miiteakip
etkisini incelemek i¢in v(g)’yi v(gh)'den ¢ikartilir, bdylece orijinal oryantasyonuna geri doniiliir. Bu
konum degistirilmis kiip olarak adlandirilir. h hareketi once degistirilmis kiipiin j’inci kose alt kiipiinii
v;(h) ile yonlendirir ve p(h)(j) tepe noktasina gore degistirir. Degistirilmis kiiplin i’inci alt kiipii,
orijinal p(g) (i)’inci alt kiipiinden g araciligiyla gelir. Boylece degistirilmis kiipiin i’inci kose alt kiip,
h araciliyla, p(g)~1(i) tarafindan yeniden y&nlendirilir. Orijinalin (i)’inci kdsesi iizerindeki gh‘nin
toplam etkisini elde etmek i¢in v;(g) eklenmelidir. Boylece v;(gh) = v;(g) + v, g)-1;)(h) esitligi
elde edilir

Kenar Yénleri: w: H - C}? ye karsilik gelen kenar ydnelimlerini her g € H hareketiyle
iligkilendiren fonksiyon olsun. Burada g € H elemani i kenarini j kenarina tagiyorsa w;(g) € C,, i’inci
kenarin g tarafindan gonderildigi yondiir, burada kenarlar Tablo 2 de etiketlenmistir ve burada yon,
goreli referansi * + ’ yone dondiirmek i¢in gereken 180 derece dondiirme sayisidir. j kenarindaki standart
‘+’ referansina g hareketi kullanilarak i kenarini j’ye hareket ettirerek elde edilir (Joyner, 2009).

Tablo 2. Rubik kiipte kenarlarin etiketlenmesi

X w(X)

F (1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0)
U (1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
F-U (1,0,1,0,1,0,0,0,1,0,0,0)
U-F (1,1,1,0,0,0,0,0,0,1,0,0)
B (0,0,0,0,0,0,1,1,0,0,0,0)
D (0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1)
R (0,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0)
L

(0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0)

Bir g € H hareketinin kenar oryantasyonlari {izerindeki etkisi, ‘4’ isaretinin yeniden
etiketlenmesi olarak tanimlanir. Bir g € H hareketinin kenarlar iizerinde etkisi kenarlarin bir
permiitasyonu o(g) € Sg olmak lizere hareket ettirilen kenarlarin yeniden oryantasyonunu saglar.
Ozellikle g, h € H igin W (g) oryantasyonu yalmzca h tarafindan izin verilen kenarlara karsilik gelen
koordinatlarda farkli olabilir:
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w (gh) =w (9) + a(g)~*(W (b)),
denkleminde her 1 < i < 12 i¢in,
wi(gh) = wi(g) + wy(g)-1) (L),
saglanir.
Direkt Carpim Grubu: H' = (C8 x S,)) X (C3? x Sg) direkt carpim grubunun veya
H' = (C3wr S,) X (C, wr Sg) direkt ¢arpim grubunun) h,h’ elemanlarini
h=(vrw,s)h =@,r",w,s") € Cd xS, x CI? x Sg olarak gosterilirse grup islemi su
sekilde verilir:
h-h' =, r,ws)-@,r'w,s)=w+P@)T),rr',w+ P(s)(w'),ss").
Burada,
l:H - (C8xS, X C3?xSg)
g — (v(9),p(9), w(9),a(9).
Onerme 2. [ bir grup izomorfizmasidir. Dolayisiyla H = H' izomorfizmas1 mevcuttur (Joyner,
2009).

Kamt: (v (9),p(9).W (9),0(9)) - @ (W), p(),W (h), 0 (h))
=v(g) + P(p(9) @ (M), p(@p(M)W (9) + P(a(9))(W(h)),a(g)a(h))

Herhangi bir yeniden yonlendirme ve permiitasyon bazi kural disi hareketlerle elde
edilebileceginden, ! 6rten olmalidir. Higbir alt kiipe izin verilmediginden, [ birebirdir. Dolayisiyla I bir
grup izomorfizmasidir. [

Rubik kiip grubun yapisini ‘kiip teorisinin ikinci temel teoremi’ ortaya koymaktadir. p(g) kiipiin
V kose noktalar1 kiimesinin karsilik gelen permiitasyon, o(g) kiipiin E kenar1 kiimesinin karsilik gelen
permiitasyon ve v(g), w(g) yonelimler olmak lizere her bir g € G ’yi (v(g), p(g),W(g),a(g)) ye tasir.
Burada S,, simetrik grup olmak iizere p : G = Sg bir grup homomorfizmasidirve o : G = S;, bir grup
homomorfizmasidir. Kiip teorisinin ikinci temel teoremi yardimiyla 7, s’nin yukaridaki gibi koselerin
ve ilgili kenarlarin permiitasyonlar1 olmak iizere (v,7,w,s) verildiginde ve v € C5,w € C3* igin
v,1,w,s lizerindeki bazi kosullar altinda Rubik kiipiiniin olast bir konumuna karsilik gelmesini saglar
(Joyner, 2009).

Teorem 1. (Rubik Kiip Teorisinin ikinci Temel Teoremi) r € Sg,s € S;,,V € Crf, we C212
olmak iizere (v,r,w,s) sirali dortliisiiniin riibik kiipiiniin olas1 bir konumuna karsilik gelmesi ancak ve
ancak

(@) sgn(r) = sgn(s), (‘permiitasyon olarak esitlik’)
(b) v; + -+ vg = 0 (mod3), (‘toplam biikiilmelerin korunmasi”)
(©) w; + -+ wy, = 0 (mod?2), (‘toplam dondiirmelerin korunmasi’).

olmasi durumunda miimkiindiir (Joyner, 2009).

Kamt: Kolaylik olsun diye ¥ yerine v yazalim.

(=) (v,1,w,s) € Sy x Sg x C§ x C}?’nin Riibik kiipiiniin bir konumunu temsil ettigini kabul
edelim. Riibik kiipii ¢6ziilmiis konumdan bu sirali dortlii ile ilgili konuma hareket ettiren eleman g € G
olsun. O zamanr = p(g) ve s = o(g) dir. g’nin R, L, U, D, F, B temel hareketlerinde bir kelime olarak
yazilabilir, 6rnegin sgn (g) = X, ...X; olup g; R,L,U,D,F,B’den birine esittir. Eger X; bu temel
hareketlerden herhangi biriyse, o zaman sgn(p(X)) = sgn(a(X)) bulunur. sgn,pveo
homomorfizma oldugundan, bundan bu sonug ¢ikar:
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k k
sgn() = sgn(p(@) = | | sgn(p@) = | sgn(e) = sgn(o(0) = sgn(s)

Bu (a)’y1 kanitlar. Rubik kiipteki temel hareketler icin (b) kolaylikla dogrulanabilir.

(1) (b)’deki biikiilmelerin korunumu kosulu (vy, ..., vg) igin dogrudur, bu ancak ve ancak
herhangi bir P(p) (v) = (v(1)p) -, V(s)p) icin yazilir;
(i) (vq, ., vg) Ve (V'y,...,V"'g) ’nin her biri (b)’deki biikiilmelerin korunumu kosulunu

sagliyorsa, toplamlar1 da onu karsilar.

Yukaridaki gibi, g; R,L,U,D,F,B temel hareketleriyle bir kelime olarak yazilirsa
g=2X,..Xy olup g; R,L,U,D,F,B’den birine esittir. X; nin se¢imi bu ifadenin minimum olmasi
anlamina gelir, boylece k miimkiin oldugu kadar kiigiik alinmalidir. Bu k’ya g’nin uzunlugu denir. Bu
uzunluk, G’nin Cayley grafigindeki g’den 6zdeslige olan mesafe aynidir.

(b) ’yi uzunluk tizerinden tiimevarimla ispatlayalim. k = 1 uzunlugunda bulunan tiim kelimeler
icin iddia agiktir. k > 1 olmasi durumunu degerlendirelim. Ikinin carpiminin yéniinii veren formiille
hareketlerin iki yonelimi agisindan hareket eder, dyle ki;

DXy o X1 Xp) = p(X1 - X)) H(B(X)) + B(Xy o Xp—1)-
olarak tanimlanir. Yukaridaki terimi, yukaridaki (b) ile (i)’deki burulmalarin korunumu kosulunu
karsilar. p(X; .. X k_l)‘l(ﬁ(X k)) terimi, timevarim hipoteziyle (b)’deki burulmalarin korunumu
kosulunu karsilar. Toplamlari1 yukaridaki gibi (b) ile (ii)’deki burulmalarin korunumu kosulunu karsilar.
Boylece (b) saglanir. (¢)’nin ispati, (b) nin ispatina benzer sekilde verilir.

(<) (@),(b) ve (c)’yi varsayarak, Riibik kiipiiniin buna karsilik gelen bir gegerli konumu oldugunu
gosterelim. Ilk olarak, dzel bir durumu ispatlayalim. r ve s'nin hem birim hem de (wy, ..., w;y) =
(0, ...,0) esitligini kabul edelim. Tam olarak iki kdseyi biiken ve orijinali koruyan bir hamle alalim.
Ormegin, g = (R"1D?RB~1U?B)? hareketi ufr kdsesini saat yoniinde 120 derece, bdl kdsesini saat
yoniinde 240 derece dondiirsiin ve diger tiim alt kiiplerin yon ve konumlarinit korusun. Bu hareket,
herhangi bir kose ciftini biiken ve diger tiim alt kiiplerin yonelimlerini ve konumlarini koruyan bir
hareket elde etmek igin uygun bir konjugasyonla kolayca degistirilebilir. Bu hamleler, (b)'deki
biikiilmelerin korunum kosulunu saglayan tiim olas1 sirali sekizlileri {iretir.  ve s'nin ayn1 birim olmasi
ve (wy, ..., wi3) = (0, ...,0) olmasi durumunda iddia agiktir. Simdi r ve s'nin birim birim oldugunu ve
(wq, ...,wg) = (0, ...,0) oldugunu varsayalim. Tam olarak iki kenar1 ¢eviren, yonelimleri ve diger tiim
alt kiiplerin konumlarini koruyan bir hareketin var oldugunu kabul edelim. Ornegin, hareket g =
LFR™L"YU2RURU1R?U?R ise, uf kenarmu, ur kenarini gevirir ve diger tiim alt kiiplerin yénelimlerini
ve konumlarimi korur. Bu hareket, herhangi bir kenar c¢iftini ters ¢eviren ve diger tiim alt kiiplerin
yonelimlerini ve konumlarimi koruyan bir hareket elde etmek i¢in uygun bir eslenikle kolayca
degistirilebilir. Bu hareketler, (c¢)'deki ¢evirmelerin korunum kosulunu saglayan tiim olas1 sirali on ikileri
tiretir. Bu, 7 Ve s'nin ayn1 birim olmasi ve (vy, ..., vg) = (0, ... 0) olmasi durumunda saglanir. Bu son iki
6zel durumun bir sonucu olarak, r ve s'nin her ikisinin de 6zdes oldugu durumda dogru oldugu goriiliir.
Son olarak, son 6zel durumumuzu ispatlayalim. (v, ...,vg) = (0,...0) ve (wy,...,w;;) = (0,...,0)
olsun. Asagidaki {i¢ iddiayi ele alalim.

e Herhangi bir ti¢ kenarl alt kiip verildiginde, bunlar {izerinde 3 dongii olan bir hareket vardir.
Diger tiim alt kiiplerin yonlerini ve konumlarini korur.

¢ Herhangi ti¢ kdse verildiginde, bu koselerde 3 dongiilii bir hareket vardir ve diger tiim alt kiiplerin
yonelimlerini ve konumlarini korur.
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e Herhangi bir kenar cifti ve herhangi bir cift kose verildiginde, bu kenarlarda 2 dongii, bu
koselerde 2 dongiidiir ve diger tiim alt kiiplerin yonelimleri ve konumlari korur.

Bu ¢ iddia dogrulanirsa; Ag'nin 3 dongisiiniin yukaridaki kenar tarafindan ve Ay,'nin 3-
dongiisiiniin yukaridaki kose tarafindan tretilmesi baska bir deyisle, r € A, ve s € A olmasi
kosuluyla, herhangi bir (7, s, 0, 0) sirali dortliisii ile bagintili Rubik kiipiiniin bir konumunu olusturmasi
sebebiyle |S,,/A,,| = 2 olup, Ay X Ay alt grubu Sg X S,'de 4 indekslidir. Ugiincii hareket tiiriinde
kenar-kose 2 dongiisii yukarida olup Rubik kiip grubu, Ag X Ay alt kiimesinin bir elemanina karsilik
gelmez ciinkii bir kenar 2-dongiisii, kenarlarin tek bir permiitasyonudur.

Bu nedenle, her ti¢ hareket tiirii tarafindan olusturulan S X Sy, alt grubunu ele alirsak ya tiim Sg X
Sy' yi ya da uygun sekilde Ay X Ay"1igeren 2 indeksli bir alt grup elde edilir. ilk olasilik, (a) 'daki
esitlik kosuluyla gelistigi i¢in goz ardi edilebilir. Ay X Ay 't diizgiin bir sekilde igeren 2 indeksli
kiimelerinin Sy, 'sinin tek alt grubu, (a) 'daki kosulu saglayan elemanlarin alt grubudur. Buradan, v ve
w'nin her ikisinin de sifir olmasi durumunda iddianin saglandig1 sonucuna ulasilir. Dolayisiyla Rubik
kiipti hangi konumda olursa olsun, her zaman herhangi bir alt kiipiin yerini degistirmeyen, ancak vve w'
nin her ikisi de sifir olacak sekilde kiipiin yoniinii "¢6zen" bir hareket vardir

Sonug 1. Rubik kiip grubu, Teorem 1 deki (a),(b),(c) kosullarini saglayan g = (¥,7,W,s) € H
elemanlarindan olusur. Béylece Rubik kiip grubunun, merkez elemanlarindan olustugu goriiliir (Joyner,
2009).

Sonug 2. G 'nin merkezi iki 6geden olusur: 6zdeslik ve z = (¥,7,w,s) i¢in w = (1,1,...,1) €
C12,3=0€C8S=1€S,,ve r=1E¢ Sgdir (Joyner, 2009).

Kamt: (Brandelow, 1982) de kullanilan ispat tekniginin benzerini uygulayalim. Basit olmasi i¢in
tekrar 3 yerine v yazilip S,,'nin merkezinin, n > 2 énemsiz oldugu kullanilirsa (v, r,w,s) € G igin

(v,r,w,s).(v',r'w,s')y= (v + P(r)w'),rr',w + P(s)(w'),ss") = (v',r',w',s").(v,r,w,s)
= W+ Pr"HWw),r'r,w + P(s")(w),s")

esitligi elde edilir. Tim (v',r",w',s") € G i¢in, yalnizcar = 1ve s = 1 ise bu durumda, tim
r" € Sgigin v+v' = v'+ P(")v bulunur. Béylece, v'nin (0,0,...,0) veya (1,1,...,1) veya
(2,2,...,2) ’e esit olmas1 anlamina gelir. Biikiimlerin korunumunu saglamasi gerektiginden, (1,1,...,1)
veya (2,2,...,2) olamaz. Benzer sekilde, w + w' = w' + P(s")w, tim s'e S;, i¢in w'nin (0,0,...,0)
veya (1, 1, ..., 1) ’a esit olmas1 demektir. Her ikisinde de doniislerin korunmasi sagladigindan, bu
segeneklerden herhangi biri gegerli olur.

Rubik kiipiin simetriler grubundan elde edilen kazanimlar gelistirilerek Rubik kiipiin hareket
kiimesi (G, *) ikilisi ile ifade edilecek bir hiper grup cebirsel yapisina doniistiiriilebilir mi? Bu arastirma
probleminde *, G x G den G nin bostan farkli alt kiimelerinin ailesi olan P*(G) ye tanimli olan bir hiper
islem olarak alimarak Rubik kiipiin tiim olas1 hareketlerini olusturup olusturmadiginin kontrolii
yapilmistir. Bu kontroliin yapilmasi esnasinda uygun yontemlerin gelistirilecegi veri analizine
basvurulmus olup olas1 hareketlerin Rubik kiip iizerinde gosterimleri kontrol edilmistir. Ornegin bir olas1
hareket, iist yiiziin ardindan sag yiiziin saat yoniiniin tersine doniisii almabilir. ki hareket ayni
konfigiirasyonla sonuglanirsa bu iki hareket ayn1 kabul edilecektir. Ornegin, bir yiizii saat yoniinde 180
dondiirmek ile bu ayni yiizii saat yoniiniin tersine 180" dondiirme hareketi ile aym hareket olarak
degerlendirilecektir. Hiper grup islemi M1 ve M2 iki hamle ise, 0 zaman Myx My, 6nce M1' i sonra My’
yi yaptigimiz hareketi sembolize edecek bigimde tanimlanmistir. Sonug olarak bu ¢alismada yer alan
grup cebirsel yapis1 hiper gruplara taginarak Rubik kiipiin ¢oziimiine sagladigi katkilar sunulmaktadir.
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MATERYAL VE METOT

20. Yiizyilin ilk yillar1 bilimde determinizmin ve kesinligin sonu olarak bilinir. Kuantum
mekaniginin ortaya ¢ikisi, Isaac Newton tarafindan Philosophie Naturalis Principia Mathematica'da
kurulan klasik mekanigin refahini sarsmustir. 1927'de, Werner Heisenberg, kuantum mekaniginin
matematiksel temelleri iizerinde calisirken belirsizlik ilkesini gelistirmistir. Ote yandan, 1931'de Kurt
Godel iki eksiklik teoremini yayinlamis, boylece David Hilbert'in matematiksel hayallerine ve Bertrand
Russell'lm Principia Mathematica ile sonug¢lanan girisimlerine son vermistir. 1933'te Andrey
Kolmogorov “Olasilik Teorisinin Temelleri” adli kitabinda olasilik teorisinin modern aksiyomatik
temellerini ortaya koymustur. Ayni on yilda belirsizlik cebiri temellendirilmistir. Geng bir Fransiz
matematik¢i, Frédéric Marty (1911-1940), 1934'te Stockholm'de diizenlenen 8. Iskandinav
Matematikgiler Kongresi sirasinda, elemanlarin bilesimi kuralinin tek bir eleman yerine bir dizi
elemandan olusan bir kiime yardimiyla sonug¢landigi cebirsel bir yap1 ortaya koymustur. Bu yapiya hiper
grup adini vermistir. Marty’ nin Hiper gruplardaki matematiksel mirasi sadece ii¢ makaleden ibarettir
(Marty, 1934), (Marty, 1935), (Marty,1936). Ancak, M. Krasner (Krasner, 1937), (Krasner, 1940),
(Krasner, 1941), (Krasner, 1944), (Krasner, 1947) gibi diger matematikg¢iler, J. Kuntzmann (Kuntzmann,
1937), H. Wall (Wall, 1937), O. Ore (Ore, 1937), M. Dresher (Dresher ve Ore, 1938)), E. J. Eaton (Eaton
ve Ore, 1940), (Eaton, 1940) ve L. W. Griffiths (Griffiths, 1938) kisa bir siire sonra hiper gruplar
tizerinde calismaya baslamistir (Corsini, 1993). Boylece hiper kompozisyon cebiri ortaya ¢ikmustir.
Hiper kompozisyon cebiri, ¢ok degiskenli islemlerle donatilmis yapilarla ilgilenen soyut cebirin dalidir.
Hiper operasyonlar veya hiper kompozisyonlar olarak da adlandirilan ¢ok degiskenli islemler, her
eleman ciftine tek bir eleman yerine bir eleman kiimesini iligkilendiren bos olmayan bir kiimenin
elemanlarinin sentezlenmesidir. Hiper kompozisyon cebirinin temel yapisi hiper gruptur. Kanonik hiper
grup kavrami 6zel bir form olarak c¢alisilmistir. Diger hiper kompozisyonel yapilar hiper modiil
(Massouros, 1988) ve hiper vektor uzayidir (Mittas, 1975). (Massouros, 1988) ‘deki analitik projektif
geometrileri ve Oklid kiiresel geometrileri dzel hiper modiiller olarak diisiiniilebilir.

Bostan farkli bir A#@ kiimesi i¢in P*(A) = P(A)\@ olsun. o: A X A — P*(A) bir fonksiyonsa
(A,0) ikilisine hiper grupoid denir burada o ya hiper islem adi verilir. Tanimdan da goriilecegi lizere
hiper grupoid kavrami grupoid kavramindan daha genel bir kavramdir. Bostan farkli X, Y € A alt
kiimeleri X oY = {x o y|x € X, y € Y} bi¢iminde tanimlanir. s € A keyfi elemani igin {s}o X :=s0
X ve X o {s} := X o s bigiminde tanimlanir. (4,°) hiper grupoidi a, b,c € A keyfi elemanlari igin a o
(boc)=(acb)oc esitligini saghyorsa (4,0) ikilisine yar: hiper grup denir. (4,°) hiper grupoidi
verilsin. Her s € Aigin s o A = A o s = A esitligi saglaniyorsa (A4,0) ya hemen hemen hiper grup denir.
(A,°) hemen hemen hiper grup ve yart hiper grupsa (4,°) ya hiper grup denir. (4,0) hiper grup ve B
(#9), A nm alt kiimesi olsun. Her b € Bi¢cinb o B =B = B o b ise, B ye A nim alt hiper grubu denir.
Asagidaki kosullari saglayan (4,°) hiper grubuna kanonik hiper grup adi verilir:

(i)Hera,b € A igin aec b = b o a’dir. Yani (4,°) degismelidir;

(i) Her a € A igin {a} = (ac e) N (e o a) olacak sekilde e € A vardir;

(iii) Hera € Aigine € a o a™! olacak sekilde bir tek a~! € A vardr;

(iv)Her s € Aigin s € y o z olmas1 y € s o z~ 1 olmasim gerektirir.

Yukarida (ii) kosulunda yer alan e elemanma (A,c) hiper grubunun birim elemani denir
(Corsini,1993). (Massouros, 2015) genel ayrisim teoremlerinin hiper gruplarda gegerli olan
sonuclarindan 1yi bilinen ayrisim teoremlerini icermektedir. Soyut grup teorisinin genis kapsamli bir
kavrami ise alt gruplarina gore yan siniflara ayirip boliim gruplarmi ¢aligmaktir. Hiper grup, grup
yapisindan daha genel bir yap1 olmakla birlikte, ¢esitli tipte alt hiper gruplara sahiptir. Vougiouklis, hiper
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gruplarin genellestirilmis permiitasyonlarla temsiline odaklanmistir. Baz1 genellestirilmis permiitasyon
smiflart tanitarak bu siniflarin bazi 6zelliklerini incelemistir. Boylece her grubun genellestirilmis
permiitasyonlarla temsil edilmesine katki sunmustur. Bunu, hiper grupta tanimlanan temel S* denklik
bagintisi, yani boliim kiimesinin bir grup olacagi sekilde minimum denklik bagintis1 Kullanarak
saglamigtir (Vougiouklis, 1992). X bir kiime ve f: X — P(X) \ {@} bir fonksiyon olsun. U,y f(x) =
f(X) = X ise, f ye X in genellestirilmis permiitasyonu denir. f fonksiyonu X den U,y {x} X f(X) e
tanmiml1 ise f ye birlesmelidir denir. X iizerindeki genellestirilmis permiitasyonlarin kiimesi My ile
gosterilir. Bu kiime (Gionfriddo, 1978) de tanimlanmistir. f € My ve My = {p € Mx|g < f} olsun. Bu
takdirde keyfi f3, f, elemanlari igin f; * f, = {p € Mx|p € f; o f>} hiper islemi ile taniml1 M, bir hiper
gruptur. Bu hiper gruplar genellestirilmis permiitasyon hiper gruplarinin islevini gérmektedir. Ayrica
Her f € My icin (Mf,*) hiper grubu f'nin @-siniflar1 {lizerindeki permiitasyonlarla tanimlanan
indislenmis hiper gruplarin kartezyen ¢arpimina izomorf oldugu ispatlanmistir (Vougiouklis, 1992).
(Vougiouklis, 1992) in ¢alismasi permiitasyon hiper gruplarinin Rubik kiipe aktarilmasinda yardimci
olmustur.

Mekanik olarak diisiiniildiigii zaman Rubik kiiplin nasil insa edildigine dair Temel Mekanik
problem olsa da, i¢ yapisinin son derece basit ve ustaca tasarlanmis olmast Rubik kiipe olan
hayranligimizi arttirmaktadir. Rubik kiip, Budapeste'deki usta bir Macar Heykeltiras mimar ve tasarimet,
Profesor Ernd Rubik tarafindan icat edilmistir. Ernd Rubik, temel matematik probleminin bi¢imsel
matematigini ¢dzmemis olsa da, uygulanabilir bir algoritma bulmustur. Rubik kiipiin cebirsel olarak ele
alindig1 en 6nemli iki temel kaynak olarak (Brandelow,1982) ve (Singmaster, 1981) verilebilir. Bu iKi
kaynagin temelini grup teori yardimiyla Rubik kiipiin; kose kiiplerinin konumlari, kenar kiiplerinin
konumlari, kose kiiplerinin yonelimleri ve kenar kiiplerinin yonelimleri yontemleriyle tasarimlari
olusturulmaktadir. Tasarimi yapilacak Rubik kiipte, komiitator kavrami uygulama sahasina olarak
devreye girmektedir. X ve Y Rubik kiip iizerinde iki hamle ise, bu hamlelerin “komiitatorii” XYX 1Y
hareketini olusturmaktadir. Bu sayede XYX1Y1=XY(YX)? olmas:1 sebebiyle X ve Y hamlelerinin
degismeli olmas1 durumunda XYX1Y1=XY(YX)1= XY(XY)!=1 oldugu aciktir. Bdylece, X ve Y
komiitatorii, kiipli ¢6zmek i¢in 6nemli bir yontemdir.

Rubik kiipiin iki kenarii ¢evirme problemi bir komiitatér 6rnegidir. sol list ve iist 6n kenarlari
¢evirmek igin;

1. X=L(Us)*L?(Us)?L iist katmanin geri kalanin1 bozmadan sol iist kenar1 ¢evirir. Burada L(Us)"
1L sol iist kenar iist katmandan alir ve sonra L1(Us)?L? ters gevrilecek sekilde farkli bir sekilde geri
koyar.

2. Y=U sag iist 6n koseyi sol iist on konuma tagir ve Rubik kiipiin alt iki katmanin1 etkilemez.

3. X1= LY(Us)?L2UsL? sol iist kenari gevirir ve kiipiin alt iki katmanini etkilemez.

4. Y-1=U" {ist katmani orijinal konumuna doniistiirir.

Boylece XYX1Y1=(L(Us) L2(Us)?L)U(L1(Us)?L?UsL 1)U, kiipiin geri kalanin1 bozmadan sol
iist ve {ist on kenarlar1 gevirir.

Rubik kiipiin iki kdsesini dondiirme problemi bir komiitator drnegidir. {ist 6n sol ve list 6n sag
koseleri dondiirmek igin;

1. X=F!DFLDL " iist katmaninin geri kalanin1 bozmadan iist &n sol kdseyi saat yoniinde dondiiriir.
Burada F'DF késeyi iist katmandan alir ve LDL? déndiiriilmesi igin farkli bir sekilde geri koyar.

2. Y=U sag iist 6n koseyi sol iist on konuma tasir ve kiipiin alt iki katmanini etkilemez.

3. X1=LD!LFIDF sol iist koseyi saat yoniiniin tersine dondiiriir ve alt iki kattaki hasar1 onarir.

4. Y1=U" {ist katmani orijinal konumuna doniistiiriir.
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Buradan XYX?1Y1=(F!DFLDLY)U(LDILFIDIF)U? olup kiipiin geri kalanin1 bozmadan {ist
On sol koseyi saat yoniinde ve iist 0n sag koseyi saat yoniiniin tersine doniistiirtir.

Rubik kiipte ayrik permiitasyon kavrami su sekilde izah edilir. X ve Y ayni kiiplerden herhangi
birini etkilemezse, X ve Y gidip gelir, bu nedenle XYX1Y-1=1 olur.

1. Once X hamlesi,

2. Sonra Y hamlesi yapilirsa X tarafindan tasinan kiiplerin hi¢birini etkilemez.

3. Bu nedenle X hamlesini yapmak, Y tarafindan tasman kiipleri etkilemeden X tarafindan
taginan tiim kiipleri geri tagir.

4. Y hamlesini yaparak basladigimiz yere doneriz. Ornegin, U yalnizca iist katmani ve D yalnizca
alt katmani daha sonra etkiledigi icin UDUD1=1 dir.

Komiitator kavrami, Rubik kiip stratejisini kurabilmek i¢in kullanilan elverisli bir yontemdir. X ve
Y aym kiiplerden birkacini etkiliyorsa XYX Y yalmizca birkac kiipii etkilemelidir. Hem X hem de Y
hamlesi tarafindan izin verilen bir kiip varsa ve baska higbir kiip hem X hem de Y den etkilenmiyorsa
XYX1Y1iic déngiidiir. Bunu a,b,c kiipleri yardimiyla agiklayalim. XYX Y1 a’ y1 b’ ye tasir, b’ yi ¢’
ye tasir, ¢’ yia’ ya tasir ve baska bir sey tasimaz. a, hem X hamlesi hem de Y hamlesi tarafindan taginan
kiiptiir. b, Y’ nin a’ ya tasidig1 kiiptiir. Bu nedenle Y hamlesi a dan b’ ye hareket eder. ¢, X’ in a’ ya
hareket ettigi kiiptiir. Yani X!, a’ dan ¢’ ye hareket eder.

Rubik kiipiin ii¢ kdsesini ¢evirme bir komiitatdr drnegidir. X=LDL™, iist 6n sol kdse kiipiinii iist
katmanin disina tasir ve iist katmanin geri kalanini etkilemez. Y=U sadece iist katmani etkiler. Bu
nedenle, yalnizca sol iist 6n kose kiipii hem X hem de Y’ den etkilenir. Buradan hareketle XY XY~
I=(LDLYHU(LDIL YUY, kose kiiplerinin ii¢ dongiisii bulunur.

Rubik kiipiin ii¢c kenarini cevirme de bir komiitatdr drnegi olarak diisiiniilebilir. X=Rs, Y=U? olsun.
Bu takdirde XYX1Y1=RsU?(Rs)*U? ii¢ kenar kiipiinii ¢evirir.

Rubik kiipiinde eslenik kavrami da elverisli bir yontem olarak ¢alisilabilir. Soyle ki, X ve Z Rubik
kiipiinde iki hamle ise, yeni bir hamle ZXZ™ olarak elde edilir. Buna X in “eslenigi” denir. Eslenik
hareketleri farkli yerlerde aym islevi goriir. Oregin, X iki kenar1 gevirirse, ZXZ? iki kenar1 gevirir. X
lic kenar gevirirse, ZXZ* genellikle farkli ii¢ kenar1 gevirir.

Rubik kiipiinde ii¢ tist kenar1 dondiirme bir eslenik 6rnegidir. Bunun i¢in iist 6n, sag tist ve sol tist
kenar1 gevirip, X=RsU?(Rs)*U? hamlesiyle 6n alt, iist 6n ve iist arka kenarlar1 gevrilir. Z=F?U ise
ZXZ* hamlesi hesaplandiginda;

1. Z, ¢evrilmesini istedimiz ii¢ kenar1 6n alt, iist 6n ve list arka konumlara tasir.

2. X 0n alt, list 6n ve st arka kenarlar1 dongtiler.

3. Z' bu ii¢ kenar1 istedigimiz yere geri koyar ve Z tarafindan yapilan hasari onarir.

Boylece ZXZ'=F2URsU?Rs)U?(UF?)=F?URsU? (Rs)'U? (U'F?)=F?URsU? (Rs)'UF? iist
yiizdeki istenen ii¢ kenar1 gevirir.

Rubik kiipiinde gosterimi korurken {i¢ iist kdsenin ¢evrilmesi de bir eslenik 6rnegi olarak karsimiza
cikmaktadir. X=FLF?, Y=R?, Z= F2 hamleleri icin hem X hem de Y tarafindan hareket ettirilen tek kiip
sag alt kosedir. XYX 1Y komiitatorii ii¢ dongiilii bir kdsedir. Ust 6n arka, 6n sag alt ve 6n sol alt kdseleri
cevirip ¢evirmedigi kontrol edilebilir. Z son iki koseyi {iist katmana tasimaktadir. Bdylece
Z(XYX YY) Z=FILFR?FLIF!R?F? eslenigi iist katmanda ii¢ kose dondiiriir. Bu ii¢ dongii, st
cikartmalari iistte tuttugundan iist katmanin yonlendirilmis olmasi durumunda kullanighdir.

Rubik kiipiinde eslenik drneklerini arttirmak miimkiindiir. X hamlesi RUR*U! seklinde iki bitisik
yiiz doniisiiniin komiitatorii olarak alinirsa X dort kdse kiipiinii ve ii¢ kenar kiipiinii etkiler. Z1 bu
hamlelerin hepsini {ist katmana koyarsa, ZXZ? yalnizca iist katmani etkiler. Bu tiir hareketler iist
katmani yonlendirmek icin kullanishidir. Ornegin Z=F ve X=RUR*U™? alinirsa ZXZ*=FRURU*F1 iki
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ist kenar1 cevirir, iki Ust kdseyi dondiiriir ve bazi iist katman kiiplerine izin verir. Z=RU ve
X=R!URU" ise, ZXZ1=RURURU?R ii¢ iist kdseyi dondiiriir ve baz iist katman kiiplerine izin verir.

Rubik kiipiinde ayn1 anda tek bir kenar1 ¢evirmek, iki kiipii degistirmek, tek bir koseyi dondiirmek
imkansizdir. Kiipii sokiip rastgele yeniden monte ettigimizde ¢oziilme olasiligi (1/2)(1/2)(1/3)=1/12 dir.
Burada ilk carpim olan 1/2, tek bir kenari ¢evirmeme olasiligi, ikinci ¢arpan olan ': iki kiipi
degistirememe olasilig1 ve tiglincii ¢arpan olan 1/3 ise tek bir kdseyi dondiirememe olasiligidir. Rubik
kiipli ¢ozmek, bazilar1 i¢in merak olarak baglar zamanla hobiye doniisiir. Stres atic1 bir aktivite
oldugundan Rubik kiipiinii ¢6zmeyi 6grenmek sabir ve gii¢lii irade yardimiyla olur. Rubik kiipii ¢6zmek
¢ok zaman gerektirir. Ancak bu zamam kisaltmak elimizdedir. Eger Rubik kiipii ¢dzme isini,
matematiksel bir probleme doniistiirerek yaparsak uygun algoritmalar yardimiyla sonuca kisa siirede
ulagsmis oluruz. Burada 6nemli olan Rubik kiipli uygun algoritmalar yardimiyla ¢ézebilmektir. Bu
algoritmalar zamanla pratik kazanip kas hafizamiz1 gelistirmeye yardimei olur. Uygulanan antrenman
stratejileri kas hafizamiz1 gii¢lendirerek motor ve bellek sistemimizi maksimum verimle kullanmamizi
saglar. Rubik kiipli ¢ok hizli ¢é6zmek yerine her adimini anlayarak ¢ézebilecegimiz farkli matematik
fikirlerini gelistirmek bu projenin temel amacidir. Rubik kiipii iizerinde gergeklestirilebilecek hareketler,
grup adi verilen matematiksel bir yap1 olusturur. Rubik kiipii grup teorisinde iki temel fikir olarak
bulunan komiitator ve eslenik kavramlar1 yardimiyla ¢oziilebilir. Bunun disinda ¢6ziim yontemleri kiipti
sokiip rastgele karistirllmig bir konumda yeniden monte etmektir ya da kiipte en fazla 20 yiiz doniisii
yapmaktir. Bu ¢aligma yardimiyla, Rubik kiip i¢in literatiirde var olan algoritmalar ile degil de farkli bir
sinifa ait uygun algoritmalar ile ¢6ziilebilme teknigi gelistirilmistir. Bilindigi izere Rubik kiip, ¢ogu kisi
icin problem ¢dzme becerilerini gelistirmekte, bir problemi bir¢ok kiiciik parcaya bolmek ve sonra her
birine ayr1 ayr1 odaklanmay1 gerektirir. Binlerce biikiilme, doniis ve kombinasyonla Rubik kiip minik bir
evreni andirir. Bu problemi kurgularken, bir sonraki hareketimizi etkileyen her boliime ve her
bilikiilmeye odaklanmamiz gerekir. Calisma kapsaminda kullanilan genellestirilmis permiitasyon
kavramut ile zihnin diger yonlerini de gelistirebilecek kaliplar1 gormeyi basarip hiper grup kavraminda,
refleksleri arttirmasindan bilgisayarda daha hizli yazmaya tutunda iyi bir kodlama yapabilmeye kadar
saymakla bitmeyen faydasi1 bulunan Rubik kiip i¢in genellestirilmis permiitasyonlar yardimiyla farkli bir
algoritma gelistirildi.

BULGULAR VE TARTISMA

Rubik Kiip Hiper Grubu

Rubik Kiipiin tasariminda kullanilacak tipi 3x3%3 boyutlaridir. Her yiiz dokuz yiizden olusan alt1
yiiz icermektedir. Her birinde orta yiiz sabittir ve hareket ettirilemez. Toplamda 6 - 9 = 54 yiiz vardir.
Her ylizey de renklidir ve kiipli ¢6zmek icin her yiiziin bir diiz renk olmasi hedeflenmektedir. Yani,
yanin dokuz yiiziiniin hepsi ayn1 renkte olmalidir. Rubik kiipiinii ¢ozmek icin yiizlerin bir dizi doniisiine
ithtiyaci vardir. Rubik Kiipiin saat yoniinde ¢eyrek doniis (90 derece) doniisiinii saglamak adina diiz bir
yiizeye oturdugunu ve yiizlin her doniisiiniin bir olacag: varsayilarak asagidaki kiime elemanlarindan
birini saglayan doniisler i¢in asagidaki notasyonlar kullanilmaktadir:

* U yukar (list) yliz

* F On yiiz

* L sol yiiz

* R sag yiiz

* B arka yliz

* D asag (alt) yliz
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Her hareketin tersi yiiziin saat yoniiniin tersine 90 derecelik doniisti olsun M; e{{U}, {F,} {L},
{R}, {B}, {D}} bir doniis ise M;' de bu déniisiin tersini simgelemektedir. {{F}=* {L} = {U}}
kombinasyonu, kiipiin 6n yiiziinlin 90 derece, ardindan sol yiiz 90 derece ve son olarak iist yiiz 90 derece
dondiiriilmesini saglamaktadir. {{F} * {L} = {U}} 'nun tersi, {{U~1} * {L™1} « {F~1}} hareketidir.

Rubik Kiipiinde, diizenlenebilen ve yeniden diizenlenebilen 54 yiizey oldugundan yiizleri
cevirmek ve dondiirmek i¢in Rubik kiipilin herhangi bir konumu bir genellestirilmis permiitasyon olarak
tanimlanabilir. Boylece, Rubik Kiipii hiper grubu bir genellestirilmis permiitasyonun 54 mertebeli bir
hiper alt grubudur.

Tamm 1 Rubik kiip genellestirilmis  permiitasyon  hiper  grubu  (Mg,*) =
({F},{L},{U},{D},{R},{B} ) bigiminde tanimlanir.

Rubik kiip hiper grubunun iki farkli siniflandirmasinin oldugu gézlenmistir. Bunlar gecerli Rubik
kiip hiper grubu ve gecersiz Rubik kiip hiper grubudur. Arasindaki fark ise gecersiz Rubik kiip hiper
grubunun c¢oziimlenmesinde ¢oziiciiniin kiipii parcalara ayirmasina ve yeniden diizenlemesine izin
vermesidir. Her iki durumda da ¢6ziiciiniin ¢ikartmalart her yonden ¢ikarmasi miimkiin degildir. Ancak
gecerli Rubik kiip hiper grubu, gecersiz Rubik kiip hiper grubunun bir alt kiimesidir. Rubik kiipiin her
iki tarafindaki orta yliz sabit oldugundan ve farkli bir sekle permiitasyon yapilamadigindan kiip
tizerindeki herhangi bir gecerli genellestirilmis permiitasyon kdseyi gondererek kdse konumlarina yonler
ve kenar konumlarina kenar yonleri belirler. Diger genellestirilmis permiitasyonlar Rubik kiip tizerinde
fiziksel olarak miimkiin olmamaktadir. Bu nedenle, (My,*) yalnizca 54 yiizey igin olusturulan
genellestirilmis permiitasyonlarin hiper grubunun bir alt kiimesidir.

Sekil 7. Rubik kiipiin farkl: yiizey tiirleri

1, kose kiiplerini olusturan yiizleri,

2, kenar kiiplerini olusturan yiizleri belirtir ve

3, sabit merkez kiipleri belirtir.

Kose Kiipleri: Sekil 8'de gosterildigi gibi, her kose kiipii li¢ yiizden olusur.

Simdi, bir Rubik Kiipiinde toplam sekiz kose kiipii vardir ve bu her bir yiiz

kose kiipti, kiipiin ii¢ farkli tarafinda yer alir.

Sekil 8'de gosterildigi gibi, A yiizii iist ylizde, B yiizii sol yiizde ve C ylizii 6n ylizdedir. Boylece
bir merkez kiipiin ylizeylerini yeniden yonlendirmek miimkiindiir: A yiizii, B'nin oldugu konumdadir, B
yiizli, C'nin oldugu yere tasinir, C yiizli, B'nin konumuna taginir; ve A yiizii, C yiizii konumuna taginir,
C ylizii, B'nin konumuna ve B yliizii, A'nin konumuna taginir. Boylece bir kose kiipiin ylizlerinin ii¢
elemanli bir Y kiimesi iizerindeki f genellestirilmis permiitasyonu yardimiyla tanimlanan
genellestirilmis permiitasyon hiper gruba ait oldugu anlamina gelir. Ayrica, sekiz kose kiipii oldugu i¢in,
bir koge kiiptin herhangi bir ylziiniin oryantasyonu Mg X Mg X Mg X Mg X Mg X Mg X Mg X Mg =

M g olarak tanimlanir.
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Sekil 8. Kose kiipii olusturan 3 yiizey

Kose kiiplerinin olasi1 diizenlemeleri benzer sekilde tarif edilir. Tekrar, sekiz kose kiiptinden
herhangi biri, Rubik kiipiin kose kiip konumlarindan herhangi birini kaplar. Rubik Kiipiiniin, kose
kiiplerinin olast diizenlemeleri yardimiyla 48 elemanh ME genellestirilmis permiitasyon hiper grubu

tanimlanir.

Lemma 1. Rubik Kiipii tizerindeki tiim kose ylizlerinin konumu ME genellestirilmis permiitasyon
hiper grubu tarafindan tanimlanabilir.

Kanit. Kartezyen carpim elemanlarinin tanimindan ve herhangi bir kdse kiipti konumunun kiip
tizerindeki konumu ve kose kiipiiniin {i¢ yoniiniin dongii yonelimi ile tanimlanabilmesinden agiktir. =

Kenar Kiipleri: Rubik Kiipiindeki her kenar kiipii, Sekil 9 *daki gibi iki yonden olusur. Rubik
Kiiptinde 12 kenar kiipii vardir. Her kenar icin bir kenar kiipi, iki yiizliniin her birinde ve kiipiin farkl
yiizlerinde bulunur.

Sekil 9. Bir kenar kiipiinii olugturan 2 yon

Sekil 9' da X yonii sol ylizdedir ve Y yonii iist ylizdedir. Aynmi sekilde, X ve Y yonlerinin yer
degistirmesi de miimkiindiir. Yani, X yonii Y yiizeyinin oldugu yere yeniden konumlandirilir ve Y yiizii,
X yiizeyin bulundugu konuma tasinir. Hiper gruplar agisindan, herhangi bir kenar kiipiiniin yonleri, iKi
elemanli X kiimesi tizerindeki keyfi bir 6 permiitasyonu yardimiyla kurulan genellestirilmis
permiitasyon hiper grubu olan My ye aittir. Ek olarak, Rubik Kiipiinde 12 kenar kiipii vardir ve herhangi
bir kenar kiipi bir kenar kiipii noktasini kapsayabilir. Boylece bir kenar kiiplinin herhangi
bir yonii Mg X Mg X Mg X Mg X Mg X Mg X Mg X Mg X Mg X Mg X Mg X Mg = Mj?* kiimesinde
bulunacaktir. Boylece, Rubik Kiipiiniin kenar kiiplerinin olasi1 diizenlemeleri, 24 elemandan olusan
genellestirilmis permiitasyon hiper grubu M3? ile tanimlanr.

Lemma 2. Rubik Kiipii iizerindeki tiim kenar yiizlerinin konumu Mj* genellestirilmis
permiitasyon hiper grubu tarafindan tanimlanur.

Kanit. Kartezyen ¢arpim elemanlarinin tanimindan ve herhangi bir kenar kiip konumunun kiip
tizerindeki konumu ve kose kiipiiniin iki yoniiniin dongili yonelimi ile tanimlanmasindan agiktir. =
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Rubik Kiip Konumu. Lemma 1'den herhangi bir kdse kiipii konumu 8-demet olarak ifade
edilebilir ve Lemma 2'den herhangi bir kenar kiipii konumu 12-demet olarak ifade edilebilir. Bununla
birlikte, demetlerin tek tek bilesenlerini belirlemek i¢in sabit bir numaralandirma sistemine ihtiyag
duyulacaktir.

Sekil 10. Sabit yonlendirme isaretleri

Herhangi bir keyfi yiiz i¢in, yiiz konumuna yukaridaki karsilik gelen bir say1 atanir. Yiizler kiipiin
etrafinda hareket edecek olsa da, numaralandirma sistemi sabit kalir.

Ornek 1. Rubik Kiipiiniin 6n yiiziindeki iist kenar kiipii 1 say1st ile baglatilirsa {F} * {R} hareketini
yaparak, Rubik kiipiin ylizii sag taraftaki iist ylize tasinir. Kenar kiipliniin bu konumuna 0 numarast
atanir.

Her dontiste, kenar kiipiiniin yonlendirme numarasi asagidakilerden biriyle degistirilir:
=0 (mod 2 ) veya =1 (mod 2)
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F ile komsu olan yiizii takip ederek 1 numara ile baglanir, ardindan 2 numara, 1 numara, 2 numara
takip edilir ve ardindan dongiiyii tamamlamak i¢in 1 numaraya geri doniiliirse, R ile komsu olan yiiz 0
numarayla baslanip ardindan 1 numaraya, 0 numaraya, 1 numaraya ve ardindan 0'a geri doniiliirse dongii
tamamlanir. Son olarak, turuncu yiiz 2 numara ile baslanip, ardindan 0 numara, 2 numara, 0 numara ve
ardindan 2 numaraya geri doner. R, L, F veya B yiiziinlin her doniisiinde, kose yliz yonlendirme numarasi
=1 (mod 3) veya =2 (mod 3) ile degistirilir. U veya D yiiziiniin her doniisiinde numaralandirma
degismeden kalir (=0( mod 3)). Herhangi bir yiiz i¢in oryantasyon numarasi ile yiiziin Rubik Kiipii
tizerindeki konumu, Sekil 10'de gosterilen sabit numaralandirma ile karsilastirilir.

Gecersiz Rubik Kiipii Hiper Grubu: Gegersiz Rubik Kiip Hiper grubu, ¢oziicliniin kiipii
parcalara ayirmasina ve herhangi bir yonde yeniden birlestirmesine izin verir. Yine, bazi yonelimleri
kiip tizerinde fiziksel olarak yapilmasina olanak kilmaz. Yiizlerin tiim olas1 konumlar1 bir biitiin olarak
birlestirildiginde, baz1 diizenlemeler kiip tizerinde fiziksel olarak miimkiin olmaz.

Lemma 3. Gegersiz Rubik Kiip hiper grubu I = Mg* x Mg dir.

Kanit. Lemma 1, Lemma 2 kullanilarak dogrudan goriiliir

Rubik Kiip Hiper Grup Teorisinin Temel Teoremleri

Gegerli ve gecersiz Rubik Kiip hiper grubunu ayirt edebilmek i¢in Rubik kiip teorisinin Birinci ve
Ikinci Temel Teoremleri tanimlandi. Boylece Rubik kiip teorisinin ilk temel teoremi ile Rubik kiipiiniin
¢oziilebilir diizenlemeleri i¢in kriterler verilerek gegerli olmayan Gegersiz Rubik kiip hiper grubunun
coziicliler tarafindan tasarimi saglandi.

Teorem 2. (Rubik Kiip Hiper Grup Teorisinin Birinci Temel Teoremi)

{(v},{r} € Mg ve {w},{s} € Mg* olsun. {(v,r,w,s)} swral dértliisiinden olusan olas1 bir Rubik

kiipteki konumun korunmasi ancak ve ancak

(1) Genellestirilmis polinomlar i¢in sgn ({r}) = sgn ({s}) esitliginin saglanmasiyla,

QDvy + v, +v3+...4+vg = 0(mod3) olarak tanmimli toplam biikiilme sayisinin
korunmasiyla,

3) wiy + wy, +ws +...+wy, = 0(mod?2) olarak tamimh toplam g¢evirme sayisinin
korunmastyla iliskilidir.

Kamt. (=) {v},{r} € M§, {w},{s} € Mj> ve {h} € H olsun. Boylece h Rubik kiipte bir
harekettir. h, Rubik kiipii ¢Oziilmiis durumdan bir duruma {(v,r,w,s)} yardimiyla getirir.
Dolayisiyla H; € {{F},{L},{U},{ B},{R},{D}} olmak tizere {h} = H; X H, X ...X H, bigiminde
belirlenir.

(1) Her hareketle toplam dort kenar kiipii ve dort kose kiipii hareket ettirilir; boylece ayni sayida
kose kiipti hareket ettirilir ve ayni sayida kenar kiipleri hareket ettirilir. Her genellestirilmis
permiitasyonun, tek olan ve sahip oldugu sirali dortlii olmasi sebebiyle sgn = —1 dir. Yani her h igin:
sgn ({r}) = [lr=1sgn(H;) = sgn({s}) esitligi saglanur.

(2) H;, {U} veya {D} ise, tiim kose kiipleri oldugundan {v}'nin degismeden kalir. H;, {R}, {L}, {F}
veya {B} ise, iki kose kiipii taginir. Bir kose kiipii {U} yliziinden asag1 dogru hareket ettirilir ve bir kose
kiipti {U} ylizine dogru ilerler. Buradan {v} bilesenlerinin degisimini sirasiyla 1 (mod3) veya 1(mod3)
formunda degistirir. Ancak bu, herhangi bir {R} i¢in, {L},{ F} veya {B}, v; + v, + v3+...+vg =
1 (mod 3) — 1 (mod3) = 0 (mod3) olur. Boylece v; + v, + v3+...+vg = 0 (mod 3) elde
edilir.

(3) Her {h} hareketi igin toplam dort kenar kiipii yeniden yonlendirildiginden w; + w, +
w3 +...+wy, = 0 (mod 2) oldugu agiktir.
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() A ={(v,r,w,s)} olsun ve A'nin (1), (2) ve (3) kosullarin1 sagladigini kabul edelim. Kosul
(1) sgn ({s}) = sgn ({r}) oldugunu gosterir. Yani birbirine denk olan genellestirilmis permiitasyonlar
vardir. Boylece kose kiiplerinin ve kenar kiiplerinin genellestirilmis permiitasyonlar1 ya ¢ift ya da tektir.
sgn({s}) = sgn({r}) = 1 ise genellestirilmis permiitasyonlar c¢ifttir.  Genellestirilmis
permiitasyonlar tekse, temel hareketlerden birini ({B}, {F}, {L}, {U},{R},{D}) uygulamak yeterlidir ve
yeni konum sgn ({s}) = sgn ({r}) = 1 esitligini karsilar. Bir kdsenin 3 dongiisii i¢in hareketi alinirsa,
Omegin H = {R} * {B™1} * {R} x {F?} x {R™1} * {B} = {R} = {F?} » {R?} ise, H hareketi, diger kiiplerin
konumunu degistirmeden list-6n-sol, iist-On-sag ve iist-sag kose kiiplerini dondiiriir. Sol iist kiipii {a, },
sag On ust kiipii {a ,}, sag arka st kiipli {a3} ve kalan kose kiiplerini {a,}, {as}, {as}, {a;}, {ag}
olarak adlandiralim. Her {a,}icin, {a,}, {as}, {as}, {a-}, {ag} 'den {{B},{F},{L},{ U}, {R},{D}} 'den
en fazla iki hamleden (yani {B},{F},{ L}, {U},{ R}, { D}den ikisi) bir {x} hareketi ile {a;}, {a,} ve
{a,}'nin konumunu degistirmeden a; konumuna tasinir. {x}H{x~1} doniisiimiinii uygulanirsa, bu
hareket ({ a;}, { a,}, {a;}) sirali iglisiini olusturur. Bu sirali, {a;}'lerden herhangi biri i¢in elde
edilebilir; yani ({ a1}, { a2}, {as}), ({ a1}, { a2}, {as}), ({a1}, {a2}, {as}), ({ai}, {az}, {a6}), ({as}, {a2},
{a;}) ve ({a;}, {a,}, {ag}) lerin hepsi uygun {x} hareketiyle elde edilebilir. Ancak bu, 18 kose kiipiiniin
tiim esit genellestirilmis permiitasyonlarini iiretir. Bu nedenle, tiim kdse kiiplerini kendi konumlarina
dondiirecek uygun bir {x} hareketi vardir. Simdi, bir kenar sirali ti¢liisii hareketi olusturalim. H' =
(R} x {U} x {F}*{B™ '}« {R?}« {F71} * {B} « {U} * {R?} hareketi yapilirsa H' hareketi, diger
kiiplerden herhangi birinin konumunu degistirmeden iist On, list arka ve {ist sag kenar kiiplerini dondiirtir.
On iist kiipii {b, }, arka iist kiipii{b,} ve sag iist kiipii {3} olarak adlandirilirsa ve kalan kenar kiiplerini
{bs}, {bs},{bs}, {b7},{bs}, {bo},{b10}, {b11} Ve {bi2} ile adlandirilirsa kose kiiplerinde oldugu gibi,
{b,},{bs},{bs}, {b;},{bg}, {bo},{b10}, {b11} Ve {b;i2} 'den herhangi bir b1 i¢in bir {y} hareketi vardir.
{{B},{ F},{L},{U},{R},{D}} en fazla 2 hamle yaparak kenar kiipii bi konumuna hareket ettirir. Bu
durumda {b;}, {b;} ve {b,} nin konumunu degistirmez. Simdi {y}x* H' *{y '} doniisiimiinii
uygulayalim. Bu dontisim ({b;},{b,}, {b;}) sirali Ggliistinii olusturur. Ancak {y} i¢in uygun bir se¢im
kullanarak, ({b1},{b2},{b3}), ({b1}.{b2},{ba}), ({b1}.{b2},{bs}), ({b1}.{b2},{be}), ({b1}.{b2},{b7}),
({b1}.£b2}, (bs}), ({b1}.{b2}, {bo}), ({b1}.{b2}, {b10}), ({b1}.{Db2},{b11}) Ve ({b1}.{b2}, {b12}) siralilart

olusturulur. Bunlar, kenar kiiplerinin tiim esit genellestirilmis permiitasyonlarini olusturur. Boylece, tim
kenar kiiplerini kendi konumlarina déndiirecek uygun bir {y} hareketi vardir. Rubik kiipiin yonlerinin
renk eslesmesi i¢in yeniden yonlendirmektedir. Kosul (2) geregince toplam doniislerin korunmasi
gerekir, boylece saat yoniinde doniislerin sayisi, saat yoniiniin tersine doniislerin sayisina esittir. Bu, tam
olarak 2 kose kiipiinii biiken ve diger tiim kiiplerin yoniinii ve konumunu koruyan bir hareket oldugu
anlamina gelir, yani sag on iist kose kiipiinii 120 derece dondiiren H; = ({R™} * {D?} = {R} » {B~1} *
{U?} = {B})? hareketi ve sol alt kiipii -120 derece dondiiren bir hareket oldugu anlamina gelir. H,
hareketinin, herhangi bir 2 kdse kiipii i¢in benzer bir sonug elde etmek tizere degistirilebileceginden kose
kiiplerinin yonlerini eslestirmeye baslamak i¢in, dnce saat yoniinde ve saat yoniiniin tersine ¢iftleri
¢oziilmiis yonlerine cevrilmelidir. Kalan kose kose kiipleri Yo, v; = 0 (mod 3) 'e uydugundan kiip
yonelimleri ticlii olarak gergeklesecektir. Boylece saat yoniinde 3 biikiilme veya saat yoniiniin tersine 3
biikiilme meydana gelmektedir. Bu 3 kiip {c;}, {c,} ve {c 3} olarak adlandirilirsa kalan kose kiipleri, bir
dizi kose biikme hareketi ile ¢oziilebilir, 6rnegin Hy = {L™1} * {D?} =« {L} * {B} * {D?} « {B~1} » {U} *
{B}*{D?}* {B~1} x {L71} « {D?} « {L} » {U™1} veya yeniden yonlendirilmesi gereken kalan kose
kiiplerinden ikisi i¢in benzer bir hareket uygulanabilir. H; kalan kose kiiplerinden birini ¢ézmek i¢in
{c1} uygulanir ve diger kose kiipiinii {c,}'yi el degmemis kose kiipiiniin tersi konumuna yénlendirmek
icin {c3} uygulanir. Yani, {c;}lin saat yoniinde bir bikiilme ile ¢oziilmesi gerekiyorsa Hy, {c,} 'yi
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¢ozililmesi gereken saat yoOniiniin tersine bir biikiilme gerektiren tam tersi bir konuma yeniden
yonlendirecektir. Kalan iki kiip i¢in uygun hareket H; ile ¢oziilebilir. Boylece tiim kose kiipleri ¢oziilmiis
hale gelmis olur. Kosul (3) saglansin. Bu takdirde toplam doniislerin korunmasi saglanir.
12 {w;} = 0 (mod 2) denkligi yardimiyla gevrilmesi gereken cift sayida kenar kiipii oldugu goriiliir.

Ancak tam olarak 2 kenar kiipiinii ¢eviren ve kalan kiiplerin yoniinii ve konumunu koruyan bir hareket
bulmak i¢in Hy = {L} * {F}» {R™1} « {F71} « {L71}  {U?} = {R} « {U} * {R} » (U™} + {R?} = {U?} »
{R} hareketi yapilir. H, hareketi, 19 konumundan ¢ikarken 6n st kenar kiipiinii ve sag tist kenar kiiptinii
cevirir ve diger tiim kiipler el degmeden yonlendirilir. H, hareketi uygun sekilde degistirilebilir, bdylece
herhangi bir 2 kenar kiipii ¢evrilebilir ve diger tiim kiiplerin konumu ve yonii korunur. Cift sayida kenar
kiipii oldugundan, tiim kenar kiipleri ¢oziilmiis yonelimlerine geri donebilir. Boylece A, Rubik Kiipii
tizerinde ¢oziilebilir bir konuma gelmis ve ({v}, { r}, {w}, { s}) Rubik kiipiiniin olas1 bir diizenlemesi
haline gelmis olur

Rubik Kiip Teorisinin Ikinci Temel Teoremi, Rubik Kiipii iizerindeki gecerli hareketlerin
Kriterlerini verir.

Teorem 3. (Rubik Kiip Hiper Grup Teorisinin ikinci Temel Teoremi) Rubik kiipiin bir
isleminin miimkiin olmas1 ancak ve ancak asagidaki {i¢ ifadenin saglanmasiyla iliskilidir:

(1) Cift uzunluktaki toplam kenar ve kose dongiisii sayisi giftir.

(2) Saga biikiilmiis kose dongiilerinin sayisi, sola biikiilmiis kose dongiilerinin sayisina (mod 3)'e
gore esittir.

(3) Cift sayida yeniden yonlendirme kenar dongiisii vardir.

Kamt. (=){v},{r} e Ml?, {w},{s} € M}* olmak iizere kiipii ¢dziilmiis durumdan h =
({v}, {s}, { w}, { r}) konumuna gétiiren kiip tizerinde bir iglem tanimlayalim. Teorem 2' nin (1) 'ine gore,
sgn ({r}) = sgn ({s}) dir. Ancak bu durumda genellestirilmis permiitasyonun ¢ift oldugu anlamina
gelir. Boylece kenar ve kose dongiilerinin uzunlugu gifttir.

(2) Herhangi bir H hareketi igin kdse kiipleri saga, sola veya hi¢ hareket ettirilmez. Boylece dongii,
v; toplamini sirastyla 2, 1 veya 0 (mod3) olarak degistirir. Teorem 2'ye gére, Yo, v; = 0 (mod 3) sag
dontis sayisi, sol doniis sayisina esittir.

(3) Bir kenar dongiisiiniin yalnizca tek bir sayi ile degistirilirse yeniden yonlendirilmelidir. Yani,
1
J
kenar dongiisii yeniden yonlendiriliyorsa, toplam sifir oldugu i¢in baska bir kenar dongiisiiniin yeniden
yonlendirilmesi gerektigi anlamina gelir. Bu nedenle, ¢ift sayida yeniden yonlendirme kenar dongiisii

olmalidir.

j = {1,2,3,...,12} i¢in w; = 1 dir. Teorem 2'ye gore, 21 w;= 0 dir. Ancak bu durumda, bir

(&) (1), (2) ve (3) 'iin saglandigini varsayalim. Teorem 2'ye gore, Rubik kiipii ¢oziilmiis durumdan
{h} durumuna gétiiren H hareketi vardir. Ayrica H ~! hareketi de vardir. Bu hareket yardimiyla Rubik
kiip {h} durumundan ¢oziilmiis duruma gelir. Hve H™* 1 (1), (2) ve (3) "ii karsiladig1 kabul edilirse
Hve H™!'in her ikisi de Rubik Kiipii iizerinde gegerli islemler haline gelir. Bu da istenendir.

SONUC

Hiper gruplar teorisinin uygulama alani buldugu bu ¢alisma Tiibitak 2209-A Universite Ogrenciler
Aragtirma Projeleri Destekleme Programi c¢ergevesinde 1919B012105753 proje numarasi ile
desteklenmistir. Calisma kapsaminda “Joyner, D. 2009. Adventures in Group Theory: Rubik’s Cube,
Merlin’s Machine, and other Mathematical Toys. John Hopkins University Press, Second Edition, ISBN-
13 978-0801890130” kaynak kitabindan Rubik kiip ¢6ziimlemesinde kullanilacak ydntemin
gelistirilmesi saglanarak grup teorisinde literatiirde mevcut olan ydntemler, hiper grup teorisinde
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calismada gegen yontem yardimiyla Rubik kiipe tasinarak ve ¢oziim algoritmasi elde edilmistir. Bu
calismasinin devaminda gecerli Rubik kiip hiper gruplarinin uygulamalari {izerinde calisilabilir veya
problem 4x4x4 ve 5x5x5 Rubik kiiplerinde de irdelenebilir.

Tesekkiir

Bu calisma, Tiibitak 2209-A Universite Ogrenciler Arastirma Projeleri Destekleme Programi
cercevesinde 1919B012105753 proje numarasi ile desteklenmistir. Calismanin gelistirilmesine firsat
veren TUBITAK 'a ve makalenin detayli bigimde incelenmesinde katki sunan hakemlere
tesekkiirlerimizi sunariz.

Cikar Catismasi
Makale yazarlar1 aralarinda herhangi bir ¢ikar catismasi olmadigini beyan ederler.

Yazar Katkisi
Yazarlar makaleye esit oranda katki saglamis olduklarini beyan eder.
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